Algebres de Poisson

Par Eugéne Okassa

Résumé

On étudie les algebres de Poisson. On décrit la cohomologie de Poisson
d’une algébre de Poisson.

1 Algébres de Lie-Rinehart-Poisson

On considére A une algébre commutative unitaire sur un corps commutatif
K de caractéristique nulle. On note Derg(A) le A-module des dérivations de
A.

Soit G un A-module muni d’une structure de K-algébre de Lie et

Lai(G, A) = EP £4,(G, A)

peN
ol )32“(@ ,A) est le A-module des p-formes multilinéaires alternées sur G.
Proposition 1 5i
Ann(G) ={a € A/a -z =0 pour tout x € G)}
est Uannulateur de G et si
p:G — Derg(A)
est un morphisme de A-modules vérifiant
[z,a-y] = p(z)(a) -y +a-|z,y]

pour tout a € A et, pour tous x et y appartenant 4 G, alors

([p(2), p(y)] = p2,y])(a) € Ann(G).



Démonstration: Pour tout a € A et pour tous x , y ,z appartenant ¢ G,
on a

([p(2), p(y)] = p2,9])(a) - 2
p(x) [p(W)] (@) - 2 = p(y) [p(2)] (@) - z = p[z,y])(a) - 2

[, [p(y)] (a) - 2] = [p(y)] (a) - [z, 2] = [y, [p(2)] (a) - 2]
+[p(@)](a) - [y, 2] = [z, 9] ,a- 2] + a- [[z,y], 2]

= [r,y,a-2)—a-[y,2]] - [y,a- [z, 2] +a- [y, [z, 2] = [y, [x,a- 2] —a - [z, 2]]
+[z,a- [y, ]]—a-[wv[y,Z]]—[[xyy],a%Ha-Hx,y],Z]

= [vy,a-2]l = [v.a [y,2]] = [y,a-[2,2]] +a- [y, [z, 2] = [y, [z,a - 2]} + [y,a
+lza- [y, 2]l —a- [z, [y, 2] = [[z,9],a- 2] +a-[[z,9],2]

—a-([z,[y, 2] + [y, [z, 2] + [2, [z, 9])
= 0.

D’ou l'assertion. A

Definition 2 Une structure d’algébre de Lie-Rinehart sur G est la donnée d’un
morphisme & la fois de A-modules et de K-algébres de Lie

p:G— Derg(A)
tel que, pour tout a € A et, pour tous x ety appartenant ¢ G,
[z,a-y] = p(z)(a) -y +a-lx,y].
On dit que (G, p) est une algebre de Lie-Rinehart.

Exemple 3 Lorsque V est une variété différentielle et lorsque X(V') est le
C>(V)-module des champs de vecteurs sur V', alors le couple (X(V),idx )
est une algébre de Lie-Rinehart.

Lorsque (E, 7, V) est un algébroide de Lie d’application ancre p et lorsque
I'(E) est le C*(V)-module des sections de (E,m, V), alors le couple (I'(E), p)
est une algébre de Lie-Rinehart.

Lorsque (G, p) est une algébre de Lie-Rinehart, on note
dp s Lan (g, A) — Lot (g7 A)

la différentielle de degré +1 et de carré nul associée a la représentation p. On rap-
pelle que pour p € N, pour f € £°,,(G, A) et pour 1,2, ...., Tp41 appartenant
ag,ona

dpf($17x2a ""$p+1)
p+1

_Z f(x17x27“°71'/.\i7"'7$p+1)]+

Z (=1 ([, 2], T1, T2y ey Ty ooy By vy Tp1 )

1<i<j<p+1

ou les termes chapautés signifient qu’ils ont été omis.

[z, 2]



Proposition 4 La différentielle
dp : 2cth (ga A) — 'galt (g7 A)
est une dérivation de degré +1.

Definition 5 Une structure d’algébre de Lie-Rinehart-Poisson sur une algébre
de Lie-Rinehart (G, p) est la donnée d’une 2-forme alternée

w:Gxg— A

telle que
dop = 0.

On dit que (G, p, 1) est une algebre de Lie-Rinehart-Poisson.

Ainsi une 2-forme différentielle fermée sur une variété différentielle V' déter-
mine une structure d’algébre de Lie-Rinehart-Poisson sur X(V).

On note G* le A-module des formes linéaires sur A.

Definition 6 Une algébre de Lie-Rinehart-Poisson, (G, p, ), est dite algébre
de Lie-Rinehart-Poisson symplectique si la 2-forme alternée p est nondégénérée,
c’est-a-dire si l’application

g — g*a r+— 7’:6/1’7
est un isormorphisme de A-modules.

Lorsque p est nondégénérée, on dit que (G, p, ), est une algebre de Lie-
Rinehart-Poisson symplectique.

Ainsi une variété symplectique est munie d’une structure d’algebre de Lie-
Rinehart-Poisson symplectique.

Pour x € G, application

iy £alt(ga A) - galt(ga A)
telle que, pour x1, s, ..., tp—1 appartenant a G et pour f € £,.(G, A),
(ixf)(z1, 22, .oy xp_1) = f(2, 21, T2, ., Tp_1),
est une dérivation de degré —1.

Proposition 7 Pour x € G, 0, = [iy,d,] est une dérivation de degré zéro et
poury € G, poura € A, on a

[97«,23}] = 0, Oiy*iyoem
=z’
0(1: o dp = dp (¢] H/I ;
b0 = [p()](a).



1.1 Le module des différentielles de Kéhler

Dans cette partie, A est une algébre commutative unitaire sur un corps
commutatif K de caractéristique nulle. On note 14 ’élément-unité de A. Les
produits tensoriels sont sur K.

Les applications

i A— AR A a— a®la,

et
ot A— AR Aja— 14 ®a,

sont des morphismes de K-algébres et sont respectivement appelées ler facteur
et 2eme facteur.
On munit la K-algébre A® A de la structure de A-module définie par le ler
facteur p,. Ainsi pour a,b,c dans A, on a :
a-(b®c)=(a-b®ec)
et
b®c)-a=(a-b®c).
Ainsi on remarquera que
a-(b®c)# (b®a-c).
L’application
AxA— A (a,b)—a-b

est K-bilinéaire symétrique. Elle induit une application K-linéaire et une seule,
appelée multiplication,
m:AQA— A

telle que
m(a®b)=a-b

pour tous a et b dans A.
On notera que la multiplication m est un morphisme de K-algébres.

Proposition 8 Le noyau I de m est le A-sous-module de A @ A engendré par
les éléments de la formea® 14 — 14 ® a avec a € A.

Démonstration: Tout élément = € I s’écrit

xr = Z aj®bj

jeJ: fini

Z aj~bj:0.

jeJ:fini

avec



Ainsi on a

X = Z aj®bj

jeJ:fint
r = Z Qj@bj—( Z aj~bj)®1A

jeJ:fint jeJ:fint

= > a;-(1a®b)— > a;-(bj@1a)
jeJ:fint jeJ:fint

= Z a; - (1a®bj —b; ®14)
JEJ: fini

= Z —aj-(bj®1A—1A®bj).
JEJ: fini

D’ou 'assertion. m

Definition 9 Le A-module
Qx(A) =1/1?

est le K-module des différentielles de A ou le module des différentielles de Kahler
de A.

Pour a € A, on note a® 14 —14®a la classe de a ® 14 — 14 ® a dans
Qx(A).

Proposition 10 L’mage de l'application
dajg + A — Qg(A)ar—a®1a—1a®a,
engendre Qg (A).

Démonstration: Pour z € I, on a
Z G,j'(bj@].A*].A@bj).
jeJ:fint

D’ou

Y aj-(bj@la—14®b)
jeJ: fini

= > aj-dak(by).

jeJ:fini

]
I

]
Proposition 11 L’application
dajk A — Qg(A),ar—a®1ls-14®a,

est une K-dérivation.



Démonstration: Pour a et bdans A, ona (a®14—14®a)(b®14—14®b) €
I?, c’est-a-dire

(a-b)@1la—a®b—b®a+14®(a-b)=0.
Ainsi
da/r(a-b)
= (aob)®1A—1A®(a~b)
(a-b) @14 —14® (a-b)
+(@-b)R1sa—a®b—bRa+ 14 (a-D)
(@-0)R1I4-14®(a-b)+(a-0)R1l4—a®@b—bRa+14® (a-b)
= (a-D)R14—a®b+(a-b)®1la—b®a
= a-(b®14—140b)+(a®1a—14R®a) b
= (a®1ly—-14®a) - b+a-(b®1sa—14D)
= da/k(a)-b+a-da/k(b).

Comme dy i est manifestement K-linéaire, on conclut que d4/k est une
K-dérivation. m

Théoréme 12 Le couple (i (A),da k) est solution du probléme d’applica-
tions universelles suivant : Pour tout A-module M et pour toute K -dérivation

X:A— M,
il existe une application A-linéaire et une seule

X :Qg(A) — M

telle que _
Xo dA/K =X.
Si (F,B) est un couple o F' est un A-module et
6:A— F

est une K-dérivation tels que pour tout A-module M et pour toute K -dérivation
Y:A— Qg(A4),
il existe une application A-linéaire et une seule
Y Qg (A) — M
telle que _
Vo=,
alors il existe un isomorphisme de A-modules
a:Qg(Ad) — F
tel que
aody/x =



Démonstration: L’unicité de ’application X est lice au fait que I'image de
da;K engendre Qg (A).

Démontrons ’existence. Soit
X:A— M
une dérivation. L’application
Ax A— M, (a,b) — a-X(b)
est K-bilinéaire et induit une unique application K-linéaire
Xo: AR A— M

telle que

Xo(a®b) =a-X(b)

pour tous a et b dans A. Compte tenu de la structure de A-module définie
sur A ® A, 'application
X() tA ® A— M

est A-linéaire puisque

X()(a~ Z aj®bj)
jeJ: fini
= Xo( Y a-a;®b))
jeJ:fint
= D a-a-X(b)

JEJ: fini

= a- Y a;-X(b)

JjeJ: fini

= a'XO Z ((lj@bj)

jeJ:fini
. La restriction
YZXO‘[ZI—>M
de Xo a I est donc est A-linéaire.

Aussi X (I?) = 0 puisque
[(a®1A—1A®a)(b®1A—1A®b)]
(a-b®14—a®b—-bRa+1a®a-b)
= a-b-X(14)—a-X(O0) —b-X(a)+ X(a-b)

X
X

o

puisque X est une dérivation.



Ainsi, il existe une application A-linéaire et une seule

X Q(A) — M

telle que

X(a®1A—1A®a):X(a)

pour tout a € A i.e. B
XOdA/K =X.

La deuxiéme partie de la démonstration est évidente. m
Corollaire 13 Pour tout A-module M, l’application
Homa(Qk(A), M) — Derg (A, M),y — Y odyk,
est un isomorphisme de A-modules.
En notant Qg (A)* le dual du A-module Qx(A), on a :
Corollaire 14 L’application
o4 Qx(A)" — Derg(A),y — Y odayk,

est un isomorphisme de A-modules.

1.2 Dérivée de Lie par rapport a une dérivation

On note A4 [Qx (A] = @ A" [k (A)] la A-algebre extérieure du A-module

neN
Qi (A). La dérivation
dajk + A— Qk(A)

canonique se prolonge en une dérivation, notée encore d4,k, de degré +1
dajr : Ma [ (A] — A [Qx (4]
telle que le couple (A [k (A)],da/k) soit un complexe différentiel.
Lorsque ¢ € Derg(A), pour un entier p > 1, Papplication

P
o, [Qr(A)]” — AT Qg (A] (21, T2, 0, Tp) — Z(—l)i_14p($i)'x1Al‘2A, o ATiA LAz,

i=1
est A-multilnéaire alternée. On note
i‘P : AA [QK(A)] — AA [QK(A)]

I'unique aplication A-linéaire telle

P
to(z1AzaA. Az,) — Z(—l)iilgo(xi) cx1AxoA, AT AL Ay
i=1



pour tout p. L’application
iy Aa [ (A)] — Aa [(A)]

est une dérivaton de degré —1.
L’application

Stp = Z'¢ o dA/K + dA/K o ’L.LP : AA [QK(A)] — AA [QK(A)]
est la dérivée de Lie par rapport & la dérivation (.

Proposition 15 Pour ¢ € Derg(A), pour x € Qi (A), et pour a € A, alors,
Lap(®)=0a-Ly(x)+0(x) - dask(a);
Lolax) = p(a) -z +a- Ly(2);
Lo [dask(a)] =dajx [p(a)].

Démonstration: Pour ¢ € Derg(A), pour z € Qi (A), et pour a € A, on

La-p(2)
= iaw [dA/K(JI)] +dA/K [7'a <,o( )]
= a-iy[da/k(z)] +dA/K a-ip(z)]
= a-ip [da/k(@)] +ip(x) - dajk(a) + a-dajk [ig()]
= a- &y(z)+ () da/k(a).
£,(ax)
= i, [dA/K ] )| +da/k [iy(a- )]
= i, [dA/K( AT +a-dajg(z )] +dajk [a-iy ()]
= ¢(a) -z —da/x(a) () +a-p(z)
+dask(a) @() +a-dak lip()]
= ¢(a) - z+a-Ly(z)
et
Lo [dA/K(a)}
= iy [dayk(dajk(a)] + dayk [ip(da/k(a))]
= 0+da/k [p(a)]
= da/k[p(a)].
n



1.3 Algébres de Poisson

Definition 16 On dit que A est une algébre de Poisson si A est munie d’une
structure de K-algébre de Lie, de crochet {,}, telle que pour tout a € A, la
dérivation intérieure

ad(a) : A — A, b+— {a,b}

soit une K-dérivation de l’algebre commutative A.
Ainsi pour a, b et ¢ appartenant & A, on a
{a,b-c} ={a,b} -c+b-{a,c}.
On dit que {a,b} est le crochet de Poisson des éléments a et b de A.

Proposition 17 Lorsque A est une algébre de Poisson, l’élément-unité 14 de
A appartient au centre de lalgébre de Lie (A,{,}).

Démonstration: Pour tout a € A, comme
ad(a) : A — A, b+— {a,b}
est une dérivation de I’algébre commutative, alors [ad(a)] (14) = 0 c’est-a-
dire {a,14} = 0.

D’ou assertion. m

Definition 18 On dit qu’une variété diférentielle V' est une variété de Poisson
si Ualgebre, C=(V), des fonctions numériques de classe C*° sur V est une
algébre de Poisson.

Exemple 19 Si (V,Q) est une variété symplectique et si pour f € C*(V), Xy
est l'unique champ de vecteurs sur V tel que

ix,Q=df,
alors l'application
{,}:C=(V)x C=(V) — CF(V), (f,9) — =Xy, Xy),
définit une structure d’algebre de Poisson sur C*° (V).

1.3.1 La 2-forme de Poisson d’une algébre de Poisson

L’application
ad: A — Derg(A),a — ad(a)

étant une K-dérivation, compte tenu de la propriété universelle du A-module
Qi (A), il existe une application A-linéaire et une seule

ad : Qg (A) — Derg(A)

10



telle que .
ad o dA/K = ad.
Soit
oa:Qx(A)" — Derg(A), ) — Y odak,

lisomorphisme canonique. On notera que ¢ € Der(A), alors [0, ()] o
da/k = .
Proposition 20 L’application A-linéaire

—(05 o ad) : Qi (A) — Qx(A)*

induit une forme A-bilinéaire alternée

@ Que(A) x Qe (A4) — A, (@,y— = (05" 0 ad)(@)] (v)

Démonstration: L’application w est A-bilinéaire. Elle est alternée puisque

pour x = ) a;-da/i(bj) appartenant a Qg (A), on a
jeJ: fini

w(z,x)
- [(ggl o E&)(x)} (z)
- _ Z aj - {(0;11 OZL\c/l)(JJ)} da/k(bj)

jeJ: fini

= — Z aj'{ggl(x)} (bj)
JjeJ: fini

= = Y o [adda )] 0)
J.keJ:fini

— =Y 4o ladb)] )
J.keJ: fini

= — Z aj'ak'{bkvbj}
G k€ J: fini

= 0.

Definition 21 La 2-forme w est la 2-forme de Poisson de ’algébre de Poisson

A.

Lorsque V' est une variété de Poisson, la 2-forme de Poisson de 1'algebre de
Poisson C* (V') est le 2-tenseur de Poisson.

Proposition 22 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w,
alors

{a, b} = —w(dA/K(a), dA/K(b))

pour tous a et b dans A.

11



Démonstration: On a

w(da/x(a),da k(b))
— [(o3" o ad)(dasxe(0)] (dassc(5))
~ [ad(da (@] ®)

= —lad(a)] (b)
= —{a,b}.

D’ou l'assertion. m

Proposition 23 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w, pour
tout x € Qg (A) et pour tout a € A, alors

[EEZ (x)} (a) = —w(@,da/x(a))

Démonstration: Lorsque ¢ € Derg (A), comme o' (¢) 0 da/x = ¢, alors
pour x € Qi (A) ,on a

(03" [ad@)]) o dayic = ad()

[(UZIOE&)(CE)}OdA/K = (/z\(j(x)

Ainsi pour tout a € A, on a

[ad(@)] (a)

(03" 0 ad)(@)] (da/xc(@))
= —w(z,ds/k(a)).
D’ou ’assertion. m

Proposition 24 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w,
alors pour x et y dans Qi (A) et pour a € A, on a

[&Cd@/)] (y) = —w(z,y)

Sggl[dA/K(a)]dA/K (b) = dA/K {a,b}.

12



Démonstration: Lorsque y = >~ a;-da/x(bi), on a

i€l:fini
[%} (y) = Z ai[a?l(x)} (dayx(bi))

i€l:fini

- Z ai~({2l\c/l($) oda/k)(bi)
i€l fini

= Y e [ad@)] o)
iel:fini

= = ) ai-w@,da (b))
i€l fini

= —w(z, Z ai - dasx (b))

i€l fini
= —w(z,y).

Comme pour ¢ € Derg(A), on a
L, [dajk(a)] = dask [p(a)],

on déduit que
Lai[aa (@) tasx (0) = dayxc {a. b}

D’ou assertion. m

1.4 Structure de K-algébre de Lie sur le A-module Qx(A)
lorsque A est une algébre de Poisson

On va, dans ce qui suit, construire une structure de K-algebre de Lie sur le
A-module Qg (A) lorsque A est une algebre de Poisson.

Théoréme 25 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w, alors
lapplication

[ ,] : QK(A) X QK(A) — QK(A),
(a?,y) — [x,y] = dA/K [w(m,y)] + E,}E (I)y - SEE (y).’L‘

définit une structure de K-algébre de Lie sur Qg (A). De plus
i) pour x ety dans Qi (A) et pour a € A, on a

[z,a-y] =ad(z)(a) -y +a-|z,y];
i) les applications
daji A — Qx(A),
ad : Qx(A) — Derg(A),

sont des homomorphismes de K -algébres de Lie.

13



L’application [ ,] est manifestement K-bilinéaire alternée. Pour la démons-
tration du théoréme, on va utiliser les propositions suivantes :

Proposition 26 Si A est une algébre de Jacobi de 2-forme de Jacobi w, alors
pour tous a et b dans A, on a

[dax(a),dasr(b)] = dajk {a,b}.

Démonstration: Compte tenu de la définition de Papplication [ ,],

[dayk(a),dasr(b)]
=da [w(dajk(a),dask(b)] + fg;”d[

= —da/x{a,b} +dajk(ad [da;k(a)])(b) — dajx(ad [da;k (b)])(a)
= —da/x {a,b} + da/xk [ad(a)] (b) — da/K [ad(D)] (a)

= —da/x {a,b} +dajx {a,b} —ds/x {b,a}

= —da/x {a,b} +da/x {a,b} +da/k {a,b}

= dA/K {a, b} .

D’ou lassertion. m

dA/K(a)]dA/K(b) - Q;g[dA/K(b)]dA/K(a)

Proposition 27 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w,
alors pour x, y et z dans Qg (A) et poura € A, on a

[, ay] = ad(x)(a) -y +a- [z,y]
[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [z, y]] = 0.
Démonstration: On a

[r,ay] = da/k [w(z,ay £~ @) (a-y)— L~ ()T

)]+
= dayx [w(z, ay)] + ad(@)(a) -y +a- £ ) ()

~ £ gy [ad)] @) sl

= dayk o~ w(@,y)] +ad(@)(a) -y +a- L ) )
—a-£~ T +w(y,x) - dask(a)

= w(z,y) - dasi(a) +a-da/k [w(@,y)] —a-w(z,y)
+ad(z)(a) -y +a- Lo ) ()

—a- £~ T~ w(z,y) - da/x(a)

= ad(z)(0) -y +a-dai [w(z,y) +a- L5 ) (1)
—a- S&E T

=ad(z)(a) -y +a- [z,y].

14



On vérifie que
[, [y, 2]l + [y, [z, 2]] + [z, [z,9]] = 0
pour tous z,y et z dans Qi (A). =
Lorsque A est une algeébre de Poisson de 2-forme de Poisson w, la structure
de K-algebre de Lie sur Qx (A) que 'on considérera, par la suite, sera toujours
celle définie ci-dessus.

Proposition 28 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w,
alors
d;ﬁw =0.

Démonstration: Comme d—w est A-trilinéaire, il suffit de vérifier que
(d—~w)(da/x(a),dask(a),dask(a)) = 0 pour tous a,b,c dans A.On a

(dqw)(dayr(a),dasx(b),dajk(c))

= (ad [dayx(a)])(@(dayx (b), dasx(€)) — (ad [da/xc (b)])(w(da/x (), dajx (c))
+(ad [da/k()])(w(dask(a),dajk (b)) —w([dask(a),da/k ()], dasx(c))
tw([dasr(a),dasr ()] ,dasr (b)) — w([da/x (b),dask(c)] ,dask(a))

= —{a,{bct} +{b{a,c}t} — {c.{a,b}} + {{a,b},c} — {{a,c},b} + {{b, ¢}, a}

= —2({(1, {bv C}} + {b’ {Cv a}} + {67 {CL, b}})
= 0.

Corollaire 29 51 A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w, alors
le triplet (i (A), ad,w) est une algébre de Lie-Rinehart-Poisson.

On va, par la suite, montrer que les algébres de Poisson peuvent étre carac-
térisées uniquement en termes d’algebres de Lie-Rinehart-Poisson.

Proposition 30 Lorsque A est une algébre commutative unitaire sur un corps
commutatif K, si wg est une 2-forme alternée sur le A-module Qg (A), alors
pour tout x € Qg (A), Uapplication

Puy (@) 1 A — Aja— —wo(z,dy/k(a)),
est une dérivation et l’application

Py : Qi (A) — Derg(A),x — p,, (2),
est A-linéaire.

Démonstration: Pour tout = € Qg (4), p,, () est K-linéaire et pour a,b €
A, on a

[P, (@)] (ab) = —wo(z,da/k(ab))
—wo(z,da/k(a) - b) —wo(x,a-dask (b))
[P (@)] (@) b+ 0+ [py ()] ()
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et

[Pup(a-z)] () = —wola-z,dask(b))
= a-—wo(z,da/k(b))
a- [py,(x)] ().

D’ou
Pup (@~ ) = a- p,,(z).
]
Théoréme 31 Lorsque A est une algébre commutative unitaire sur un corps
commutatif K de caractéristique nulle, alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :
i) A est une algébre de Poisson ;

i1) Il existe une structure de K-algébre de Lie [,] sur Qi (A) et une 2-forme

alternée
wo - QK(A) X QK(A) — A
telles que le triplet (Ux(A), p,,,»wo) soit une algébre de Lie-Rinehart-Poisson.
Démonstration: Lorsque A est une algébre de Poisson de 2-forme Poisson
w, on a ad = p,,. Et le triplet (Qx(A),ad,w) est une algébre de Lie-Rinehart-
Poisson.
Inversement supposons qu'il existe une structure de K-algebre de Lie [,] sur
QK (A) et une 2-forme alternée wg : Qi (A) X Qg (A) — A telles que le triplet
2k (A), pyy»wo) soit une algebre de Lie-Rinehart-Poisson. En imposant a p,,
d’étre un homomorphisme de K-algebres de Lie, pour x et y dans Qx(A), et
pour tout ¢ € A, on a
wo([z,y],da/K(c))
= —wo(z,da/K [woly,dasK(c)])
+wo(ys dayx [wole,dask(c)])

puisque

(P [29D(©) = ([P (@), Py (1)]) ()
—wo([2,9],dask(€) = pug(@) [P, (W) (€) }
oo () [P (2)(€)]
= —pu, (@) [woly,dak(c))]
00, () [wo(z,da/k(c))]
= wolz,da/k [woly,dajx(c)])
—wo(y, dasx [wolz,da/x(c)])

Pour a et b appartenant a A, en posant

{a,b} = —wo(da/k(a),da/k (b)),
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on obtient

wo([da/k(a),da/x(b)],dasx(c))
(a),da/k [woldayk(b),dask(c)])
(b),da/x [woldasx(a),dasr(c)])

= —wol(da/k
two(da/x

c’est-a-dire

wo([da/k(a),dasx ()] ,da/k(c))
= - {CL, {ba C}} + {b7 {a7 C}} .

Comme dpwo wo = 0, pour tous a,b et ¢ appartenant a A, on a

0 = (dp, wo)(dask(a),da/k(b),dasK(c))
= pu,(dasr(a)) [wo(da/x(b),dask(c))]
P (day i (b)) [wo(dayx (), dA/K(C))]
+0u (dayx (€)) [wo(dayk(a),dajk (D))]
([dayr(a),dasx(b)] ,dajk(c))
([ ( ¢)] ,dask(b))
([dax( ] ))-

—wo( d
+wo(|da/x(a), dA/K
—wo(|da/k(b),dask(c)],da/k(a
Ainsi

0 = (dp, wo)(da/k(a),dajk(b),dask(c))
wolda/r(a),dask [wo(dayx(b),dask(c))])
+wo (dA/K( ),dasi [wol(dak(a),dasx(c))])
—wo(da/r(c),dasr [wo(da/k(a),dasx())])
—wo( | dasi(c))
( ()] sdasK (b))
( |.da/k(a)).

wo
dajk(a),da k(D)
)

+

[da/x(
wo([dayk(a),dask(c
—wo([dayk (b),dask(c)
D’ou

0 = (dp, wo)(da/r(a),dajk(b),daK(c))
= —{a{b,c}} +{b.{a,c}} —{c,{a,b}}
+ {a’ {b’ C}} - {b7 {a" C}} - {a’ {C> b}}
+ {Cv {av b}} + {bv {Cv CL}} - {Ca {b’ a}}
= = {a7 {67 b}} + {bv {cv a}} - {Ca {baa}}
= _{{@vb}’c}_{{b7c}7a}_{{67@}’b}

On conclut que

{{a,b},c} + {{b,c},a} + {{c,a} b} = 0.
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Ainsi A est une algebre de Lie.
Le fait que da/x : A — Qg (A) est une dérivation implique que

{avb'c}:{avb}'c+b'{aac}

pour tous a,b et ¢ appartenant a A.
L’algebre A est ainsi une algébre de Poisson. ®

Proposition 32 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w,
alors la 2-forme de Poisson w est nondégénérée si et seulement si l'application

ad : Qx (A) — Derg (A)
est un isomorphisme de A-modules.
La démonstration ne présente aucune difficulté.

Corollaire 33 Une condition suffisante pour qu’une variété de Poisson 'V soit
une variété symplectique est que la 2-forme de Poisson de [’algébre de Poisson
C>(V) soit nondégénérée.

2 Algeébres de Lie-Rinehart-Poisson symplectiques

On rappelle qu'une algebre de Lie-Rinehart-Poisson (G, p,n) est dite algebre
de Lie-Rinehart-Poisson symplectique si

n:Gxg— A

est nondégénérée.
Pour a € A, lorsque (G, p,n) est une algebre de Lie-Rinehart-Poisson sym-
plectique, on note z, I'unique élément de G tel que

iz, = dpa.

On va montrer, par la suite, que la donnée d’une algébre de Lie-Rinehart-
Poisson symplectique (G, p,n) permet de construire une structure d’algébre de
Poisson sur A.

Dans tout ce qui suit (G, p,n) est une algebre de Lie-Rinehart-Poisson sym-
plectique.

Proposition 34 Pour a € A, alors
0.,m=0.
Démonstration: On a
O2a = iz, dpn) — dpiz, 1.

Comme d,n = 0 et 4,,1n = d,a, on conlut que 6,,n=0. =
Pour a et b dans A, on pose

{a7 b} = —77(%, xb)'
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Théoréme 35 Si (G,p,n) est une algébre de Lie-Rinehart-Poisson symplec-

tique, alors
1/{a,b} = [p(xa)] (0)

2/ [Ta, Tb] = T{a,p)

3/ {a,{b, c}}+{b {c,a}} +{c,{a,b}} =0
4/ {a,b-c} ={a,b} -c+b-{a,c}.

Démonstration: 1/ On écrit

{aa b} =

2/

e[wa,wb]n =

On déduit que [z4, 2] = T{qp}-

—(Zq, Tp)
= (iz,n)(%a)
= (dpb)(xa)
= [p(za)] (b)
[Gz be]ﬁ
Oc, (i2,1) — zwb(%an)
0s, (dpb) —
dp(0z,b)
dp([p(2a)] (b))
d,{a,b}
im{a,b}n'

3/ Comme d,n = 0, pour a,b et ¢ dans A, on a

0 = (dp77) (Ta, xp, Tc)

- 77([%» xb] ) xC) + 77([%» :L’C] 7xb)
= —[p(za)l ({b, c}) + [p(zs
- n(x{a,b}a xc) + n(ﬂﬁ{a,cp xb)

[p(ma)] (U(Jib,xc)) - [p(xb)] (77(%, .73(,)) + [p('rc)] (77(% .’Eb))

- n([mba (,UC] ,:L’a)
) ({a,c}) -
- n(m{b,c}vxa)

[p(zc)] ({a,0})

= {a7 {b7 C}} + {b, {a= C}} - {07 {a7 b}} + {{a7 b} ) C} - {{av C} ’ b} + {{b, C} 70‘}
= {av {bv C}} - {ba {67 a}} - {Cv {av b}} - {Ca {aa b}} - {ba {C, a}} - {av {bv C}}
= —2[{a,{b,c}} +{b,{c,a}} +{c,{a,b}}].

Comme K est de caractéristique différente de 2, on déduit que {a,{b,c}} +

{b,{c,a}} +{c,{a,b}} =0. m

Corollaire 36 Si (G,p,n) est une algébre de Lie-Rinehart-Poisson symplec-
tique, alors A est une algébre de Poisson.

19



3 Cohomologie d’une algébre de Poisson

Definition 37 Pour tout entier p > 1, une application K-multilinéaire alternée
p: AP=AXAX..xA— M
est une p-dérivation de A dans un A-module M si pour tous ai,as, ..., a, dans
A, Uapplication
A— M,a; — @(a1,02, ..., QGi—1, Qi, QGit1, vy Qp)
est une dérivation i = 1,2, ..., p.

L’ensemble Derh.- (A, M) des p-dérivations de A dans M est un A-module.
En notant :

»)
ik

= dA/K X dA/K X ..o X dA/K AP — [QK(A)]p,

(al,ag, ...,ap) — dA/K(al) X dA/K(ag) X ... X dA/K(ap)
et £8.(Qx(A), M) le A-module des applications A-multilinéaires alternées de
degré p de Qi (A) dans M.

Proposition 38 Pour tout A-module M et pour toute p-dérivation ¢ de A dans
M, il existe une application A-multilinéaire alternée de degré p et une seule

¢ [k (A)) — M
telle que
7 odDi=¢
L’application

SZ”(QK(A)7M) - Derllj((Au M)7f — fodff/)K7

est un isomorphisme de A-modules.
Démonstration: Comme ¢ : AP — M est une p-dérivation de A dans M
et comme
' A — Mya; — 9'(a;) = ©(a1,a2, oy Gi1, iy Qig1, ey @)
est une dérivation pour tout i = 1,2,...,p, alors il existe une application A-

linéaire et une seule

o Qg (A) — M
telle que
<;i [dA/K(ai)] = p(a1,02, .y Gim1, Qiy Qig 1, oy Gp)-
On déduit lexistence et [D'unicité de Dapplication A-multilinéaire
2 Qg (A’ — M telle que @ o dff/)K = ¢. On vérifie que @ est alternée.
Comme 'application
€0, (A), M) — Derl (A, M), f — fod}),

est A-linéaire, on déduit que c’est un isomorphisme de A-modules. m

20



Definition 39 Lorsque A est une algébre de Poisson, le complexe différentiel
(Lare(x (A), A),d~) est appelé complexe de Poisson de l’algébre de Poisson
et on note, H~[Q(A), A], la cohomologie de la K-algebre de Lie Qi (A) a
valeurs dans la représentation ad. On dit que H— [k (A), A] est la cohomologie
de l’algébre de Poisson A.

Lorsque A est une algebre de Poisson de crochet de Poisson {, }, on note,
4, la différentielle du complexe différentiel de l’algebre de Lie (A, {,}) & valeurs
dans la représentation adjointe.

Proposition 40 Pour p > 1,p entier et pour f € £, (R (A), A), alors
(p) (p+1)
6 [£odD)i] = ldzaf] o).

Démonstration: Pour a;,as, ..., ap11dans A, on a

(6 [£ 0d) (e, az, i)
p+1

= Z(—l)i_l {ai, (f (e} dff/)K)(al, A, ..., C/L\i7 ...,ap+1})
=1

+ Z (—1)i+j(fOdff/)K)({ai,aj}7a17a27...7@-,...,aAj,...,apH)
1<i<j<p+1
p+1 ' .
= Z(—l)’_l {aia f [dA/K(m),dA/K(az), e dayk(ag), --~>dA/K(ap+1)} })
i=1

—_—

+ Z (=1 f([dax (@), da/x(a;)] ,dasr(ar), ..y dasre(ai)s .y dasr(az), ... dayx (aps1))
1<i<j<pt1
c’est-a-dire
(5[fod(p) })(a A2y ey Apy1)
A/K 1,42y .0y pt1
p+1 o . .
= Z(—l)z_1 ad {dA/K(ai)} flda/k(ar),dask(az),....dask(ai),....da Kk (apy1))
im1
+ Z (=) f([dayx (@), dax(a;)] s dasr(ar), oy dasr(ai)s oy dasi(a;), . dayi (aps1))
1<i<j<pt1

1
= ([d;;lf] Odff/—i_[())(alaa% coes Gpi1).
D’ou 'assertion. m

Théoréme 41 Si A est une algébre de Poisson de 2-forme de Poisson w, alors
) HZ?E [Qx(A), A] s’identifie au centre de l'algébre de Lie (A, {,});
B) Le K-espace Hl& [Qx(A), A] s’dentifie canoniquement au quotient de
lintersection du K—esﬁace des dérivations de l’algébre commutative A avec le
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K-espace des dérivations de algébre de Lie (A,{ ,}) par le K-espace des déri-
vations intérieures de l’algébre de Lie (A, { ,});

v) En général, pour p > 1 ( p entier), si ZP(A,{,}) est le K-espace des
p-cocycles de Ualgébre de Lie (A,{,}) pour la cohomologie de Chevalley & va-
leurs dans la représentation adjointe et si §[Derh ' (A, A)] est le K -sous-espace
des p-cobords constitué de l’image de Derf{l(A,A) par §, alors le K-espace
Hafa [Qx (A), A] s’identifie canoniquement au K -espace quotient

[Dert (4, 4) N ZP(A{ Y]/ [ Derle(A, 4) né[Derd (A, A)]

Démonstration: Pour la derniére assertion, si ZP[Qg(A4)] et
BP [Qx (A)] sont respectivement le K-espace des p-cocycles et le K-espace des
p-cobords pour la cohomologie de Poisson, I'isomorphisme

Ty S ([Qk(A)], A) — Derle(A, A), 7y [ o df)ye

est tel que
7p (27 [k (A)]) = [Deri (A, A)n Z7(A, {, }]
et
7, (B? [k (A)]) = | Dert. (A, A) N 6[Dert= " (A, A)]]
Ce qui induit un isomorphisme du K-espace HEPE [QK(A), A] sur le K-espace

[Derb (A, A) N ZP(A,{,}] /Der?- (A, A) N §[Derh ' (A, A)).

D’ou le théoréme. m
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